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Vorwort zur sechsten Auflage

Die nunmehr in der 6. Auflage vorliegende ,,Algebra” ist in fast allen Abschnitten
Uiberarbeitet und um ein viertes Kapitel (Fuzzy-Algebra) erweitert worden.
Anst6Be lieferten die wissensbasierten Systeme mit den auf der Pridikatenlogik
basierenden Programmiersprachen sowie die schnelle Verbreitung fuzzymathema-
tischer Methoden in Planungs- und Wirtschaftswissenschaften, in der Praxis der
Steuerungssysteme und der Fuzzy-Logik-Computer-Entwicklung, wie sie be-
sonders in Japan vorangetrieben wird.

Hinsichtlich der didaktischen Gestaltung des Textes hatte die Verstdndlichkeit
Vorrang vor allen anderen Parametern. Auch diese Auflage ist fiir Studienanfinger
vornehmlich der Ingenieur-, Informatik- und Wirtschaftswissenschaften geschrie-
ben. Viele Passagen gehoren zum Schulstoff und sollten eigentlich bekannt sein. Sie
werden hier noch einmal erldutert und zugleich in einen umfassenderen, struktur-
orientierten Zusammenhang gestellt. Wie schon die fritheren Auflagen ist auch
dieses Buch nicht etwa ,,aus meinen Vorlesungen hervorgegangen®, es sind viel-
mehr meine Vorlesungen und Ubungen, die ich seit vielen Jahren regelmiBig fiir
Informatikstudenten halte, in allen Einzelheiten und mit der Ausfiihrlichkeit, die
eine effiziente Vermittlung gebietet.

Fiir die inhaltliche Uberarbeitung standen folgende Gesichtspunkte im Vorder-
grund: die enge Verwandschaft zwischen Mengenalgebra und Pridikatenkalkiil,
die vielseitigen Anwendungen der Relationenalgebra, eine stark exemplarisch
betonte Behandlung der endlichen Gruppen und ihrer Darstellbarkeit, eine be-
sonders ausfiihrliche Behandlung der verkniipfungstreuen Abbildungen, die Ent-
wicklung der Aussagenlogik als Modell der Booleschen Algebra mit besonderem
Bezug auf die Formalisierung sprachlicher Strukturen, schlieBlich die lineare
Algebra unter dem methodischen Aspekt der Losung linearer Gleichungssysteme.

Das neu aufgenommene Kapitel Fuzzy-Algebra ist als konsequente Verallge-
meinerung der klassischen Mengen- und Relationenalgebra aufgebaut. Die be-
kannten Konzepte werden libernommen, hier jedoch fuzzifiziert durch eine Mit-
gliedsgrad-Bewertungsfunktion der Elemente. Der auf Zadeh (1965) zuriickge-
hende Ansatz besticht durch seine Einfachheit und Entfaltungsfahigkeit. Es war
mir aber auch daran gelegen, den Zusammenhang mit den von Lukasiewicz (seit
1920) begriindeten mehrwertigen Logikkalkiilen aufzuzeigen, die nun fiir einen
weiten Kreis von Anwendern zu neuer Geltung gelangen. Dies ist nicht mehr als ein
erster Einstieg, aber er soll dem Leser eine Grundlage bieten, die es ihm erméglicht,
in spiteren Spezialvorlesungen mitzuhalten.



VI Vorwort zur sechsten Auflage

Mit der Aufnahme in die Reihe der Springer-Lehrbiicher erhielt die Neuauflage
ein recht ansprechendes Design. Allen mit der Herstellung des Buches beteiligten
Mitarbeitern des Springer-Verlages bin ich zu Dank verpflichtet. Frau Dipl.-Math.
I. Kettern hat auch fiir diese Auflage interessante Anregungen gegeben und die
Korrekturen mitgelesen. Schone Anwendungen fiir Fuzzygraphen hat Herr Dipl.-
Inf. N. Staiger beigesteuert. Nicht zuletzt bin ich Frau A. Klein fiir die miihevolle
Anfertigung des Maschinenskripts sowie meiner lieben Frau fiir die sorgfiltige
Erstellung des Sachwortverzeichnisses herzlich verbunden. Uber allem aber steht
das Wort aus der Offenbarung 7, 12.

Furtwangen, im Juli 1990 Gert Bohme



Vorwort zur fiinften Auflage

Der Text der vierten Auflage wurde einer griindlichen Durchsicht unterzogen und
dabei Druck- und Rechenfehler beseitigt. Fiir entsprechende Hinweise und Vor-
schlige mdchte ich Frau Dipl. Math. Ingeborg Kettern herzlich danken. Dem
Springer-Verlag bin ich ein weiteres Mal zu Dank verpflichtet, daB3 er die neue
Auflage schnell herausgebracht hat.

Furtwangen, im November 1986 Gert Bohme

Vorwort zur vierten Auflage

Die grundlegenden Begriffsbildungen der linearen und nichtlinearen Algebra ha-
ben seit dem Erscheinen der dritten Auflage ihren Platz in den mathematischen
Anfingervorlesungen gefestigt. Die in der Hochschulliteratur sonst nicht iibliche
Ausfiihrlichkeit der Darstellung ist von den Lesern und der Kritik durchweg
positiv aufgenommen worden. Der Text wurde fiir diese Auflage um eine Einfiih-
rung in die Graphentheorie sowie einige Beispiele und Aufgaben erweitert. Fiir
wertvolle Anregungem bin ich Herrn Prof. Dr.-Ing. F. Pelz und Herrn Prof. Dr. H.-
V. Niemeier herzlich verbunden. Danken mochte ich auch allen Lesern, die mich
auf Schreibfehler aufmerksam machten oder Vorschlidge zur Verbesserung des
Textes unterbreiteten. Dem Springer-Verlag danke ich fiir die ziigige Herstellung
der neuen Auflage.

Furtwangen, im Mai 1981 Gert Bohme



Vorwort zur dritten Auflage

In zunehmendem MaBe gewinnen auch fiir den Anwender mathematischer Me-
thoden algebraische Denk- und Verfahrensweisen an Bedeutung. Der Kreis der
Geistesbereiche, welche sich der Exaktheit und Findeutigkeit mathematischer
Darstellungsformen bedienen, beschrinkt sich heute ldngst nicht mehr auf die
klassischen Natur- und Ingenieurwissenschaften, vielmehr ist das mathematische
Instrumentarium auch in Wirtschaft, Organisation, Planung und Datenverarbei-
tung zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel geworden. Dieser Entwicklung muB die
mathematische Grundausbildung unserer Ingenieure und Wirtschaftswissen-
schaftler Rechnung tragen.

Mit dem Titel ,,Anwendungsorientierte Mathematik“ verbinde ich eine kon-
krete curriculare Konzeption. Sie unterscheidet sich sowohl von der rein theoreti-
schen Darstellung als auch von der angewandten Mathematik, versucht jedoch
zwischen beiden didaktischen Standpunkten eine Briicke zu schlagen. Dahinter
steht die Erfahrung, daB sinnvolle Anwendung mathematischer Methoden sich
nicht auf die verfahrenstechnische Komponente des Problems beschrinken kann,
sondern ein fundiertes Verstindnis des wissenschaftlichen Kerns als notwendige
Voraussetzung haben muB.

Im ersten Band sind die wichtigsten Teilgebiete der Algebra behandelt. Thre
Auswahl erfolgte nach anwendungsrelevanten Gesichtspunkten, ihre Darstellung
orientiert sich nach Inhalt und Umfang an guter Lesbarkeit und leichter Verstind-
lichkeit. Das bedeutet: bewuBBter Verzicht auf eine systematisch-geschlossene Ab-
handlung, Beschrinkung auf eine Einfiihrung bei Beriicksichtigung relativ geringer
Vorkenntnisse, Auflockerung des Textes durch mdglichst viele Beispiele, Be-
zugnahme auf typische Anwendungen aus verschiedenen Gebieten, Veran-
schaulichung des Textes durch Abbildungen, Erginzung der Theorie durch
Ubungsaufgaben (und Losungen) zu jedem Abschnitt, womit ein Selbststudium des
Buches erleichtert wird.

Um jedem Studienanfinger einen Einstieg in die Algebra zu ermdglichen, habe
ich die einleitenden Abschnitte iiber Mengen, Relationen, Abbildungen, Verkniip-
fungen und Strukturen verhéltnisméBig ausfiihrlich gehalten. Diese Themenkreise
gehoren zwar nach der Reform des Mathematikunterrichts zum Lehrstoff aller
Schulen bis zum Abitur, werden jedoch erfahrungsgemiB oft nur unvollstindig
behandelt. Insbesondere beriicksichtige ich damit auch die bereits im Beruf stehen-
den Fachleute, die sich an Hand dieses Buches in die moderne Algebra einarbeiten
wollen.



Vorwort zur dritten Auflage IX

Von den Hauptkapiteln finden sich einige bereits lingere Zeit in den Lehr-
plinen der Hochschulen, so etwa die Vektoralgebra, Schaltalgebra, Matrizenrech-
nung und die Algebra komplexer Zahlen. Sie werden auch hier gebiihrend be-
handelt, zugleich jedoch ergidnzt und vertieft um einige weitere Themen wie
Gruppentheorie, Boolesche und Aussagenalgebra sowie eine griindliche Einfiih-
rung in die lineare Algebra. Letztere erscheint gemifB der Grundkonzeption dieses
Werkes allerdings nicht als eine axiomatisch aufgebaute Theorie der Vektorraume
-dariiber gibt es geniigend andere Veroffentlichungen-, sondern riickt die Be-
handlung linearer Gleichungssysteme in den Mittelpunkt, ergidnzt durch eine
Betrachtung linearer Ungleichungssysteme im Hinblick auf die Anwendungen in
der linearen Optimierung.

Bei dieser Vielzahl von Einzelgebieten besteht fiir den Leser leicht die Gefahr,
den Uberblick aus den Augen zu verlieren und den Inhalt als eine Sammlung
zusammenhangloser Einzeldarstellungen aufzufassen. Aus diesem Grund habe ich
die Gesamtdarstellung unter einen hierfiir geeigneten didaktischen Leitbegriff
gestellt: den Begriff der algebraischen Struktur. Sinn und Zweck dieses Vorgehens
habe ich in den einzelnen Kapiteln immer wieder transparent gemacht und an
moglichst vielen Stellen auch durch konkrete Anwendungen untermauert. Der
miindige Student erwartet heute von einer Lehrveranstaltung wie auch von einem
guten Lehrbuch eine liberzeugende Begriindung der curricularen Relevanz des
Lehrstoffes in wissenschaftlicher Sicht wie auch im Hinblick auf seine spitere
berufliche Tatigkeit. Nicht zuletzt habe ich von daher eine Synopse von sinnvollen
Anwendungsmoéglichkeiten und wissenschaftlichem Selbstverstindnis der Struk-
turalgebra angestrebt.

Fiir die Durchsicht des Manuskriptes bin ich Herrn Dr. Niemeier und Herrn
Dipl.-Math. Ongyert zu Dank verpflichtet. Anregungen zum Text erhielt ich auch
von Herrn Professor Dipl.-Ing. Simon. Meiner Frau bin ich fiir die miihevolle
Anfertigung des Schreibmaschinenmanuskriptes auch dieser Auflage besonders
herzlich verbunden. SchlieBlich habe ich dem Springer-Verlag fiir sein Verstindnis
bei der Konzeption der Neufassung sowie fiir die Summe der mit der Herstellung
des Buches verbundenen Arbeiten zu danken.

Berlin, im August 1974 Gert Bohme



Mengen

Relationen

Abbildungen Graphen Strukturen

Gruppen
Halbgruppen

Ringe
Korper

Schaltalgebra

Festkorperphysik
Atomphysik
Kristallographie
Relativitdtstheorie
Automatentheorie
Sprachwissenschaft
Codierung / Decodierung
Intormationstheorie

] Konstruktion von Zahlenbereichen
Zyklische Codes

Computer - Entwurf

Aussagenalgebra

Vektoralgebra

Matrizenalgebra

Lineare Systeme

Algebra
komplexer Zahlen

Graphen

Logische und sequentielle Schaltungen
Prozefisteuerung

Logik der Programmierung
Programmiersprachen

Entscheidungstabellen
Linguistik / Semiotik
Systemanalyse - Techniken

Statik und Kinetik
Elektrodynamik

Stromungslehre
Theoretische Physik
Wirtschaftswissenschaft

Netzwerkberechnungen
Vierpoltheorie
Balkenbiegung
Fldchentragwerke
Schwingungslehre
Quantenmechanik
Produktionsplanung
Kostenrechnung
Verflechtungsbilanzen
Lehr-und Lernsysteme

Operations Research
Lineare Optimierung

Nichtlineare Optimierung
Lineare Transformationen
Statistik

Wechselstromberechnungen
Regelungstechnik
Fernsprechtechnik
Technische Mechanik

Operations Research
Programm - und Datenstrukturen

Netzwerke
Formale Sprachen
Automatentheorie




Fuzzy~Algebra

Entscheidungsmodelle
Optimierungsverfahren
Operations Research

Managementte chniken

Automatische Kameras
Hoch- und Tiefhau
Wettervarhersage
Instandhaltungsmadelle

Medizinische Diagnostik
Psychologie
Kognitianswissenschaft

Sozialwissenschaften
Linguistik

Wissens-Akaquisition
Relationale Datenbanken
Expertensysteme
Mustererkennung

Programmiersprachen

Real-Time Prozefisteuerung

Fuzzy C-Compiler
Fuzzy-Chip-Einsatz
Neuronale Netze

X1



Inhaltsverzeichnis

1. Grundlagen der Algebra . .

1.1

12

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7
1.8

Mengen ...........

1.1.1 Begriff und Beschreibung einer Menge ................
1.1.2 Beziehungen zwischen Mengen . . . ...................
1.1.3 Verkniipfungen von Mengen. .. .....................

Relationen .. .......

1.2.1 Begriff und Beschreibung von Relationen .. ............
1.2.2 Eigenschaften zweistelliger Relationen. ................
1.2.3 Aquivalenzrelationen. .............................
1.2.4 Ordnungsrelationen. . ............. ... ..
1.2.5 Verkniipfungen von Relationen......................

Abbildungen. .......

1.3.1 Der Begriff der Abbildung. . ... .....................
1.3.2 Wichtige Eigenschaften von Abbildungen..............
1.3.3 Verkniipfungen von Abbildungen ....................

Graphen...........

1.4.1 Einfiihrende Erkldrungen. . .........................
1.4.2 Zusammenhidngende Graphen. ......................

1.4.3 Eine Anwendung:

Minimalgeriistes

Strukturen .........
1.5.1 Verkniipfungen .

Algorithmische Ermittlung eines

1.5.2 Verkniipfungstreue Abbildungen.....................

Gruppen. ..........

1.6.1 Axiome und einfache Eigenschaften...................

1.6.2 Permutationen. .

1.6.3 Untergruppen. Normalteiler. Faktorgruppen............

Ringe und Kérper . ..
Boolesche Algebra . . .

1.8.1 Bedeutung. Axiomatisierung ... ................c.....

1.8.2 Boolesche Terme

81

83
83
90

103
103
115
123

130

135
135
142



X1V Inhaltsverzeichnis

1.8.3 Schaltaigebra.....................

1.8.4 Aussagenalgebra ..................

2. Lineare Algebra .. ........................
2.1 Zur Bedeutung der linearen Algebra .......

22 Determinanten . .......................
2.2.1 Zweireihige Determinanten .. ........
2.2.2 Determinanten n-ter Ordnung. ... ....

2.3 Vektoralgebra. ... .....................

2.3.1 Vektorbegriff. Gruppeneigenschaft. Vektorraum .........

2.3.2 Das skalare Produkt . ..............

2.3.4 Basisdarstellung von Vektoren . ......

2.3.5 Mehrfache Produkte .. .............

2.4 Matrizenalgebra. . .....................
2.4.1 Matrixbegriff. Matrixverkniipfungen . . .
2.4.2 Matrixinversion. Transponierung . . ...
2.4.3 Orthogonalitiat. Komplexe Matrizen. . .

2.5 Lineare Gleichungssysteme. . .............
2.5.1 Lineare Abhingigkeit. Rangbegriff . . . .
2.5.2 Homogene lineare Systeme .. ........

2.5.3 Inhomogene lineare Systeme . . ... ....

2.5.4 Lineare Ungleichungssysteme ... .....

3. Algebra komplexer Zahlen .. ................

3.1 Der komplexe Zahlenkorper ..........
3.2 Die Normalform komplexer Zahlen. . . ..

3.3 GauBsche Zahlenebene. Betrag. Konjugierung. . ..........
3.4 Die trigonometrische Form komplexer Zahlen ...........

3.5 Die Exponentialform komplexer Zahlen .

3.6 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen im Komplexen .. .. ..
3.7 Graphische Ausfiihrung der Grundrechenarten mit Zeigern .

4. Fuzzy-Algebra. . .. ... ... ... ... ............

41 Fuzzy-Mengen .. ... ...................
41.1 Motivation ......................
4.1.2 Darstellung von Fuzzy-Mengen. . . . ...
4.1.3 Beziechungen zwischen Fuzzy-Mengen. .

4.1.4 Verkniipfungen von Fuzzy-Mengen. . . .

42 Fuzzy-Relationen......................
4.2.1 Begriff. Darstellungsformen. . ........
4.2.2 Fuzzy-Relations-Verkniipfungen . . . ...
4.2.3 FEigenschaften bindrer Fuzzy-Relationen

151
165

178

178

179
179
189

198
198
205
213
220
232

251
251
254
264

276
276
288
299
308

319

319
325
328
335
342
351
357

362

362
362
363
368
370

378
378
382
386



Inhaltsverzeichnis

43 Fuzzy-LogiK. ... ..o
43.1 Mehrwertige Logiken .. ......... ... ... ... .. ... ...,
4.3.2 Linguistische Variable.............................
4.3.3 Der Fuzzylogik-Kalkiil .. ..........................

5. Anhang: Losungen der Aufgaben............... ... e

Sachverzeichnis

XV

402
402
404
407

412
449



1 Grundlagen der Algebra

1.1 Mengen
1.1.1 Begriff und Beschreibung einer Menge

Fiir den gesamten Aufbau der Mathematik ist der Mengenbegriff von entscheiden-
der Bedeutung. Nahezu alle mathematischen Begriffe lassen sich auf den Begriff der
Menge zuriickfiihren. Insofern durchdringt die Mengenlehre heute simtliche mathe-
matischen Disziplinen, erlaubt eine 6konomische und logisch prizise Beschreibung
und gestaltet die Mannigfaltigkeit mathematischer Entwicklungen durchs1cht1ger
und bis zu einem gewissen Ma@e einheitlich.

Aus der Vielzahl der Anwendungen seien neben Physik und Informatik be-
sonders die Organisations- und Wirtschaftswissenschaften hervorgehoben. Struk-
turelle und system-orientierte Verfahrens- und Denkweisen haben auch in der
Algebra logischer Schaltungen und der Kiinstlichen Intelligenz— Forschung neue
Bereiche erschlossen.

Bei der Erklirung des Mengenbegriffs sei zundchst darauf hingewiesen, dafl
»Menge* ein mathematischer Grundbegriff ist, der sich nicht definieren 14Bt (wie
»Punkt” in der Geometrie oder ,wahr* in der Logik). Wir kénnen jedoch eine
Beschreibung geben, die sich an die urspriingliche CANTORsche! Erkldrung
anlehnt. Danach soll unter einer Menge eine Gesamtheit von wirklichen oder
gedachten Objekten verstanden werden, wenn vor der Zusammenfassung von
jedem Objekt einwandfrei feststeht bzw. entschieden werden kann, ob es der
Gesamtheit angehort oder nicht. Die Objekte heilen Elemente und werden im
allgemeinen mit kleinen Buchstaben bezeichnet, wihrend fiir Mengennamen grofBe
Buchstaben Verwendung finden. Wir schreiben

aeM, falls a Element der Menge M ist
a¢M, falls a nicht Element der Menge M ist

Es gibt drei Moglichkeiten zur Beschreibung einer Menge:

(1) durch eine (unmifiverstindliche) verbale Formulierung. Beispiel: M sei die

! G. Cantor (1845-1918), deutscher Mathematiker (Begriinder der Mengenlehre)



2 1 Grundlagen der Algebra

Menge aller zum 1.1.1990 amtlich zugelassenen Kraftfahrzeuge in der Bundes-
republik Deutschland einschlieBlich West-Berlin.

(2) durch Angabe (Auflisten) simtlicher Elemente. Die Namen der Elemente
werden verabredungsgemidB von geschweiften Klammern eingeschlossen.
Beispiel: M = {1, 3, 7, 10}.

Umfangreichere endliche Mengen werden in der Praxis durch Listen, Kataloge,
Verzeichnisse etc. dargestellt: Telefonbiicher, Gewinnlisten, Zahlentafeln, Zei-
chenvorrite usw. Vergleiche das Sachverzeichnis am Ende dieses Buches!

(3) durch Angabe einer Grundmenge G und einer als Auslesebedingung zu verste-
henden Eigenschaft (Prddikat) P fiir die zur Menge geh6renden Elemente. Man
schreibt

M = {x|xeG, Px},

wobei die Variable x fiir die Namen der Flemente steht und M aus den und nur
den (,,genau den”) x bestehen soll, fiir die das Pradikat P erfiillt ist. Beispiel:
Grundmenge G seien alle ganzen Zahlen zwischen 1 und 20, P das Primzahl-
pradikat; damit wird

M = {x|xeG, Px}
= 1{2,3,5,7, 11, 13, 17, 19}

Es hat sich in der Fachliteratur eingebiirgert, einige besonders hdufig vorkom-
mende Zahlenmengen mit Doppelstrich-Buchstaben zu bezeichnen:

die Menge N der natiirlichen Zahlen: N = {1,2,3,...}
die Menge Z der ganzen Zahlen: Z = {0,1, — 1,2, —2,...}

die Menge Q der rationalen Zahlen:

@={x|x=%,aez,beN}

= {x|x ist endlicher oder periodisch-unendlicher Dezimalbruch mit
beliebigem Vorzeichen}

die Menge R der reellen Zahlen:

R = {x|x ist endlicher oder unendlicher Dezimalbruch mit beliebigem
Vorzeichen}

die Menge C der komplexen Zahlen:
C={x|x=a+bjaecR beR j*= —1}

Es kann vorkommen, daB die Eigenschaft (das Pradikat) fiir kein x erfiillt ist. Um
solche Fille nicht jedesmal ausschlieBen zu miissen, erkliren wir eine Menge ohne
Elemente.



1.1 Mengen 3

Definition
| Die Menge, welche kein Element enthilt, heilt leere Menge &.

Leer ist beispielsweise die Menge aller negativen reellen Quadratzahlen:
{x|xeR, x* <0} = &

oder die Losungsmenge L der Gleichung x> — 3 = 0 in der Menge der rationalen
Zahlen:

L={x[x?-3=0,xeQ} = &

Wihlt man R als Grundmenge, so wird dieselbe Gleichung l6sbar, und man hat
dann eine nicht-leere Lésungsmenge

L ={x|x>—3=0,xeR} ={/3, —/3}.

Wegen der Abhingigkeit einer durch eine Eigenschaft (ein Pradikat) definierten
Menge M von einer Grundmenge G ist die Angabe von G bei der Beschreibung
von M immer dann erforderlich, wenn G nicht schon im Kontext erklirt ist. Die
Schreibweise M = {x|xe G, Px} bringt bereits einen Zusammenhang zwischen
Mengen einerseits und Pradikaten andererseits zum Ausdruck: bestimmten men-
genalgebraischen Beziehungen/Verkniipfungen entsprechen bestimmte préidika-
tenlogische Beziehungen/Verkniipfungen. Diese Verflechtungen wollen wir jetzt
ndher untersuchen.

Aufgaben zu 1.1.1
1. Geben Sie die folgenden Losungsmengen in aufzihlender Form an:
a) {x|x* +2x —15=0,xeN}
b) {x|x*+2x — 15 =0, xeZ}
0 {x|x* +4=0, xeR}
2. Beschreiben Sie die folgenden Mengen durch Angabe wenigstens einer Eigen-
schaft (eines Pridikats) fiir x:
a) {1,4,9, 16,25, 36,49, 64, 81}
b) {2, 11, 101, 1001}
0 {1, — 1}
3. Welche der folgenden vier Aussagen ist richtig:
a) 3e{3}; b) {3}e{3}; ¢ {3}e3; d) 3e3?
Die Losungen der Aufgaben findet man im Anhang des Buches.

1.1.2 Beziehungen zwischen Mengen
Bei der Darstellung mathematischer Sachverhalte hat es sich als zweckmabBig

erwiesen, bestimmte Formulierungen durch Verwendung logischer Zeichen zu
formalisieren. Wir stellen die wichtigsten Symbole in einer Tabelle zusammen.
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Zeichen Bedeutung

A und; Konjunktions-Verkniipfung

v oder (im einschlieBenden Sinne oder/und);
Disjunktions-Verkniipfung

- nicht; Negations-Verkniipfung

- wenn-dann; Subjunktions-Verkniipfung

“ dann und nur dann-wenn (genau dann-wenn);
Bijunktions-Verkniipfung

= daraus folgt (einseitig); allgemeingiiltige Implikations-
Beziehung, beweisbediirftig

< daraus folgt (zweiseitig); allgemeingiiltige Aquivalenz-
Beziehung, beweisbediirftig

<! definitionsgemal dquivalent;
... steht bei der definierten Aussage

A fiir alle x gilt . . . ; Allquantor als generalisierte

X Konjunktion

\/ es gibt (wenigstens) ein x mit . . . ;

Existenzquantor als generalisierte Disjunktion

Tafel logischer Symbole

Eine erste Anwendung dieser Symbolik bieten die Teilmengen- und Gleichheits-
beziehung zwischen Mengen. Niheres zur Logik siehe 1.8.4.

Definition

Gehoren alle Elemente einer Menge A zugleich einer Menge B an, so heit A
Teilmenge von B und man schreibt A = B:

Ac B« /\ (xeA->xeB)

xeG

Bei anschaulicher Darstellung der Teilmengenbeziehung (Inklusion) mit einem

! Lies: Fiir alle x der Grundmenge G gelte: Wenn x Element von A ist, dann soll x auch Element von B
sein. Fiir diesen Sachverhalt werde vereinbarungsgemiB gesagt: ,,A ist Teilmenge von B“ und ,,A < B“
geschrieben.
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Abb. 1 Abb. 2

VENN- Diagramm? (Abb. 1) erkennt man: alle Punkte innerhalb der Begrenzungs-
linie von A (d.s. alle xe A) liegen auch innerhalb der Umrandung von B (d.s. alle
x € B). Die Grundmenge G ist als rechteckige Begrenzung gezeichnet. Stets sind alle
betrachteten Mengen Teilmengen der Grundmenge.

Die Negation der Teilmengenbeziehung bedeutet: A ist nicht Teilmenge von B,
in Zeichen: A ¢ B, wenn nicht alle Elemente von A auch zu B gehoren, wenn es also
mindestens ein Element von A gibt, das nicht zugleich Element von B ist (Abb. 2):

A¢ B \/ (xeA A x¢B)

xeG

Definition

Zwei Mengen A, B heillen gleich, in Zeichen A = B, wenn beide Mengen die
gleichen Elemente besitzen:

A =B A (xeA—xeB)

xeG

Die beiden wichtigsten Konsequenzen dieser Erklidrung sind:

(1) Bei der Aufzdhlung der Elemente einer Menge ist deren Reihenfolge belanglos.
Beispiele:
{1,9,7,6,4} = {1,4,7,6,9}
{a,b} = {b, a)

2 John Venn (1834-1923), englischer Philosoph und Logiker. Die nach ihm benannten Diagramme sind
indes eine Entdeckung von Leonhard Euler (1707-1783), der in seinen ,,Briefen an eine deutsche
Prinzessin* bereits 1760 damit die Syllogismen der Priadikatenlogik anschaulich erklirte.
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(2) Es geniigt, jedes Element nur einmal zu nennen. Wiederholungen sind tber-
fliissig. Beispiele:

(1,1,4,4,4,5} = {1,4,5)
{a,a} = {a}

Der Leser beachte besonders den Zusammenhang zwischen Mengen und Pridi-
katen:

A ={x|Px}, B={x|Qx}, C={x|Rx}

A < B entspricht der pradikatenlogischen Implikation Px = Qx
B = C entspricht der priadikatenlogischen Aquivalenz Qx <> Rx
Exemplarisch: Px: x ist durch 4 teilbar
Qx: x ist durch 2 teilbar
Rx: x ist eine gerade Zahl

Satz
| Die Mengengleichheits-Relation ist eine ~Aquivalenzrelation“

Beweis (vgl. 1.2.3): Die Gleichheitsbeziehung ist sicher

reflexiv: A=A
symmetrisch: A =B=B=A
transitiv: A=BAB=C=A=C

Genau diese drei Eigenschaften bestimmen aber eine Aquivalenzrelation.
Satz
| Die Teilmengenrelation ist eine ,,Ordnungsrelation®.

Beweis (vgl. 1.2.4): Die Teilmengenbeziehung ist sicher
reflexiv: AcA
identitiv: A <cBABcA=A=8B
transitivv. AcBABcC=AcC

Abb. 3
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Die letzte Eigenschaft kann auch unmittelbar aus dem VENN-Diagramm der Abb.
3 abgelesen werden. Damit ist ,,<“ als Ordnungsrelation bereits nachgewiesen.

Satz
| Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

Beweis (indirekt): Wir nehmen das Gegenteil der Behauptung an und zeigen dessen
Unmoglichkeit, indem wir auf einen Widerspruch schlieBen!. Die Annahme lautet
hier: es gibt eine Menge M mit ¢ ¢ M. Dann muB} aber

\/ xe J A x¢M)
xeG

gelten. Mit xe J ist jedoch der Widerspruch (zur Definition der leeren Menge)
bereits gefunden.

Beispiel

Es sei M die Belegschaft eines Betriebes, M, die Menge der ménnlichen, M, die
Menge der weiblichen Betriebsangehorigen. Dann gilt stets M; <« M und M, =« M.
Arbeiten im Betrieb nur Ménner, so ist M; = M, M, = (¥, ohne daB die Teilmen-
genbezichungen verletzt wiirden.

Definition

Die Menge P(M) aller Teilmengen einer Menge M,
PM) = {X|X =« M}

heiBt die Potenzmenge von M.

Man beachte, daB3 die Elemente der Potenzmenge Mengen sind. Das ist zuldssig,
denn wir hatten bei der Erklirung des Mengenbegriffs keine Einschrinkung
hinsichtlich der Art der Elemente (Objekte) getroffen. Mitunter werden solche
Mengen, deren Elemente selbst wieder Mengen sind, ,,Mengensysteme“ genannt.

Satz

Ist M eine endliche Menge und bezeichnet |M| die Anzahl ihrer Elemente
(Méchtigkeit von M), so gilt fiir die Elementeanzahl der Potenzmenge

[P(M)| = 2™

! Dem liegt die stets und stillschweigend geltende logische Voraussetzung zu Grunde, daB es keine
Alternative zu den beiden Mdglichkeiten ,,eine Aussage ist wahr* und ,.eine Aussage ist falsch“ gibt
(sogenanntes ,tertium non datur*: Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten).



